Aufgaben der Zertifikatsklausuren

Folgen, Grenzwerte

A2021
Es sei (ay,) eine Zahlenfolge.
a. Geben Sie die Definition dafiir an, dass lim a, = a gilt.

n—oo
b. Eine Folge heifit Nullfolge, wenn sie gegen Null konvergiert. Beweisen Sie durch Anwen-

dung der Definition aus a., dass die Folge (b,,) mit b, = eine Nullfolge ist.

n
n?+1
c. Beweisen Sie ohne die Verwendung von Grenzwertsétzen: Sind (ay,) und (b,) Nullfolgen,
dann ist auch die Summenfolge (a,, + b, ) eine Nullfolge.

d. Geben Sie Beispielfolgen a,, b, an, die keine Nullfolgen sind, und deren Summenfolge

eine Nullfolge bildet.

A2020
Gegeben seien reelle Folgen (a,,), (b,) und reelle Zahlen a, b.
a. Geben Sie die Definition dafiir an, dass (a,) gegen a konvergiert.
b. Gegeben ist der Satz: Konvergieren die Folgen (a,) und (by,), so konvergiert auch die
Summenfolge (a,, + by,)
bl. Wie lautet der Grenzwert der Folge (a,, + b,) wenn (a,) gegen a und (b,) gegen b
konvergiert?
b2. Beweisen Sie den Satz.
b3. Formulieren Sie die Umkehrung des Satzes und zeigen Sie, dass diese falsch ist.
c. Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (ay,) mit
3n _ 4n

QAp =

A2019
a. Gegeben sind eine reelle Folge (a,,) und eine Zahl a € R

al. Geben Sie die Definition der Konvergenz a = lim a,,.
n—oo

a2. Beweisen Sie den folgenden Satz: Ist die Folge (a,) konvergent, so ist sie beschrénkt.
a3. Bilden Sie die Umkehrung des Satzes aus a2 und zeigen Sie, dass die Aussage falsch
ist.

b. Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge: (b,,) mit b,, = VnZ 4+ 2n — /n2 — n fiir alle
neN

A2018
a. Gegeben Sie in jeder Teilaufgabe ein Beispiel an fiir Folgen, die die angegebenen
Aussagen erfiillen:

al. (ay) ist konvergent und
a2. (ay) ist konvergent und
a3. (ay) ist divergent und (
ad. (a,) ist divergent und (

n) st divergent und (a, * b,) ist divergent
) ist divergent und (a, * b,) ist konvergent
n) ist divergent und (a, * b,) ist divergent

) ist divergent und (a,, * by,) ist konvergent

b
b

—~~

S o

n

b. Es seinen (ay,), (b,) konvergente reelle Folgen mit ¢ = lim a, und b = lim b,,. Was
n— oo n— oo

kann man iiber die Folge (a, * b,) aussagen? (Ohne Beweis!)

c. Es seinen (a,,) eine gegen a konvergente Folge. Beweisen Sie durch Induktion beziiglich
m, dass fir alle m € N gilt: Die Folgen (a]') konvergiert gegen a™. Hinweis: Verwenden
Sie die Aussage aus Teil b.

A2017

Mit (a,,) wird eine Folge bezeichnet, die die Folgenglieder a,,, (n € N) besitzt.

a. Es sei (ay,) eine reelle Folge und a eine reelle Zahl. Geben Sie die Definition der Kon-
vergenz von (a,) geben a an.

b. Beweisen Sie, dass lim o = 0. Weisen Sie dazu nach, dass die Definition der Konver-
n— oo

genz erfiillt ist.

c. Sei (by,) eine Folge mit |b,| < % fiir n € N. Zeigen Sie, dass (by,) geben 0 konvergiert.
Weisen Sie dazu nach, dass die Konvergenzdefinition erfiillt ist.

d. Sei (¢,) eine Folge mit |c,| < % fiir n € N. Sie weiter die Folge (d,,) definiert durch

1
dy = =,dpt1 = ¢p-dy, fiir n € N. Beweisen Sie, dass die Folgen (d,,) gegen Null konvergiert.

Hinweis: Sie diirfen in jedem Aufgabenteil die Resultate der davorliegenden Aufgabenteile
verwenden, auch wenn Sie diese nicht bewiesen haben.

A2016
Gegeben sei eine reelle Folge (a,) und eine reelle Zahl a.
a. Geben Sie die Definition dafiir an, dass die Folge (a,) gegen a konvergiert, also

lim a, =a
n—oo 1
b.Weise Sie nach, dass lim — = 0 gilt.

n—oo M
1
c. Es seien (ay,), (b,) Folgen und es gelte a,, < b, < a, + — fiir n € N. Beweisen Sie: Ist

n
(ar) konvergent gegen a, dann konvergiert auch (b,) gegen a.

d. Bestimmen Sie durch Anwendung der Sitze {iber konvergente Folgen unter Zuhilfenah-
me von Teil ¢) den Grenzwert der Folge (b,,) mit

nt*—n2+5
(n+3)%2-(2n —1)2

14 (~1)"

b, =
" 2n

-sin?(n)




Aufgaben der Zertifikatsklausuren

Sonstige Aufgaben

Al

Bestimme die Folgenglieder bis zur angegebenen Nummer n.
Jan="""n=6 b)a,=(@n+(~1)"),n=8

a) an = —.n= a, = (2n ,n =

c)ap=0und ap41 =a, +n%n=5 d)ag=4und api; =a,+ (-1)",n="7

A2

Bestimme explizit eine Folge, deren erste Folgenglieder mit der angegebenen Zahlenfolge
iibereinstimmen.

a) 2,6,10,14,18 b) 2,5,10,17,26

€)0,3,2,32 d)1,-2,4,-8,16

A3

Bestimme rekursiv eine Folge, deren erste Folgenglieder mit der angegebenen Zahlenfolge
iibereinstimmen.

a) 0,1,3,6,10,15,21, ....

b) 2,2,3,7,16,32,57,93, ...

A4

a. Untersuchen Sie die nachstehend gegebene Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie

gegebenenfalls ihren Grenzwert durch Anwendung der Sétze iiber konvergente Folgen.
(n=1)(n+1) 2n3 +3n% +5

" 2n —2 3nt 4+ 2n3 4+ n2 42

b. Gegeben sei eine konvergente Folge a,, mit a, € R, a, > 0. Zeigen Sie, dass fiir den

Grenzwert ¢ = lim a,, die Ungleichung a > 0 gilt. Hinweis: Sie konnen beispielsweise die
n—oo

Annahme a < 0 zum Widerspruch fiihren.

A5
Gegeben ist die Folge a,, =

2

2n2 +5°

a) Bestimmen Sie den Grenzwert.

b) Geben Sie die Definition der Aussage ,,a,, konvergiert gegen a“an.

¢) Beweisen Sie fiir die oben angegebene Folge a,, und den von Thnen gefundenen Grenzwert
a, dass die Definition von ,a,, konvergiert gegen a*“ erfiillt ist.

A6
Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenen-

falls ihre Grenzwerte.
n+1 4n®+3n+1

n+3 + (%n—kl)z
b) an = (~1)"- 2 (n>2)

a) a, =

1+24+...4+n

)an: ’I’L22
n®—1

d) a, =(—-1)"-
)@ (=1) n2+1
) 2" — 3"
e) a, =

2n 4 3n
AT

Berechnen Sie folgende Grenzwerte

a) li_>m (vV3+2n—+/2n)

b) lim (vVnZ+4n —v/n2 +n)
n—oo




